











自然数 n に対して, n 以外の全ての約数の和が n となるとき, n は完全数と呼ばれている. 例えば, 6, 28, 496,
8128 は紀元前から知られている完全数である. 完全数を定義通りに調べていくことは多大な時間と労力を伴うこ
ともあり, それ以外の方法で完全数の性質を研究することが盛んに行われ, 18世紀にオイラーは偶数の完全数を探
すことと, 2m − 1 の形のメルセンヌ素数と呼ばれる素数を探すことが同値であることを証明した. この結果と 20
世紀に入ってからのコンピュータの処理能力の劇的な発展に伴い, 現在までに完全数は全部で 47個発見されてい





























つ定義することから始める. 以下, 自然数 n に対して
s(n) = n の全ての約数の和
とおく1. ただし, a が自然数 n の約数であるとは, a
は自然数であって, n = ab となる自然数 b が存在す
ることをいう. 例えば, 一桁の数の s(n) を計算すると
次のようになる.
s(1) = 1,
s(2) = 1 + 2 = 3(= 22 − 1),
s(3) = 1 + 3 = 4,
s(4) = 1 + 2 + 4 = 7(= 23 − 1),
s(5) = 1 + 5 = 6,
s(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 12(= 2 · 6),
1n の全ての約数の和を表す記号としては, σ(n) を用いること
が一般的であるが, 高校生にとって記号 σ は使い慣れない文字だ
と思われるため, 本稿では代わりに s という記号を採用した.
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s(7) = 1 + 7 = 8,
s(8) = 1 + 2 + 4 + 8 = 15(= 24 − 1),
s(9) = 1 + 3 + 9 = 13.
さらに, 少し大きな数についての s を計算すると
s(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28
= 56(= 2 · 28),
s(64) = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64
= 127(= 27 − 1),
s(72) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 8 + 9 + 12
+ 18 + 24 + 36 + 72 = 195.
また, もう少し大きな数では
s(496) = 992(= 2 · 496),
s(8128) = 16256(= 2 · 8128).
ここで, s(6), s(28), s(496), s(8128) に注目すると, い
ずれも関係式 s(n) = 2n を満たしている.
定義 1 (完全数). n を自然数とする. s(n) = 2n のと
き n を完全数という.
上で見たように, 例えば 6, 28, 496, 8128 は完全数
である (これらが完全数を小さいほうから並べたとき
の最初の 4つであることも知られている). なお, n を
自然数とするとき, n 以外の n の約数の和は s(n)−n




考えると 8129 の約数を全て求め, その和が 16258(=
2 × 8129) になるかどうかを調べ, うまくいかなけれ
ば, 8130 の約数を全て求め, ... といったことを延々と









6 = 2 · 3 = 2(22 − 1),
28 = 22 · 7 = 22(23 − 1),
496 = 24 · 31 = 24(25 − 1),
8128 = 26 · 127 = 26(27 − 1)
となり, 3, 7, 31, 127 は 2m − 1 の形の素数でもある.
さらに, 先の完全数についても
33550336 = 212 · 8191 = 212(213 − 1),
8589869056 = 216 · 131071 = 216(217 − 1),
137438691328 = 218 · 524287 = 218(219 − 1)
となり, 同様の性質が確かめられる. 一般に次が成立
する.
定理 1. 自然数 n に対して, 次の (i), (ii) は同値であ
る (すなわち (i) が成立するならば (ii) が成立し, 逆
に (ii) が成立するならば (i) が成立する).
(i) n は偶数の完全数である.
(ii) 次を満たす自然数 m が存在する.
n = 2m(2m+1 − 1), 2m+1 − 1は素数.
特に, 2r − 1 の形の素数はメルセンヌ素数と呼ばれて
いる.
この定理 1 から, 偶数の完全数を探すこととメルセ
ンヌ素数を探すことは同じであることが分かる. ま
た, 定理を利用すると, 8129 から 8130, 8131 と順に
33550336 までの全ての約数の和を計算する代わりに,
28 − 1, 29 − 1, 210 − 1, 211 − 1, 212 − 1, 213 − 1 が素
数であるかどうかを順に判定すれば 8128 よりも大き
な完全数がみつかるということが分かる.
以下では, 定理 1 の厳密な証明を与えることを目的
とする.
3. s(n) の性質
この節では, 定理 1 を示すために必要な, s(n) の性
質について述べることを目的とする. まず s(n) の定
義から, 次が容易に分かる.
補題 1. 自然数 m, 素数 p に対して
s(p) = p+ 1, (1)
s(2m) = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m (2)
= 2m+1 − 1, (3)
s(pm) = 1 + p+ p2 + · · ·+ pm (4)
=
pm+1 − 1
p− 1 . (5)
証明. p は素数であることから, p の約数は 1 と p の
みであるので, (1) が成り立つ. 次に, 2m の約数は 2k
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数であるかどうかを順に判定すれば 8128 よりも大き
な完全数がみつかるということが分かる.
以下では, 定理 1 の厳密な証明を与えることを目的
とする.
3. s(n) の性質
この節では, 定理 1 を示すために必要な, s(n) の性
質について述べることを目的とする. まず s(n) の定
義から, 次が容易に分かる.
補題 1. 自然数 m, 素数 p に対して
s(p) = p+ 1, (1)
s(2m) = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m (2)
= 2m+1 − 1, (3)
s(pm) = 1 + p+ p2 + · · ·+ pm (4)
=
pm+1 − 1
p− 1 . (5)
証明. p は素数であることから, p の約数は 1 と p の
みであるので, (1) が成り立つ. 次に, 2m の約数は 2k
(0 ≤ k ≤ m, k は整数) の形であることから (補題 2
参照)
s(2m) = 1 + 2 + 22 + · · ·+ 2m (6)
となり (2) が成り立ち, (6) の両辺を 2 倍すると
2s(2m) = 2 + 22 + · · ·+ 2m + 2m+1. (7)
従って, (7) の両辺 から (6) の両辺を引くことにより
(3) が得られる. (4), (5) についても (2), (3) と同様
に考えることにより得られる.
n の素因数分解が分かっていれば, n の約数は次の
ように特徴づけられる.
補題 2. pi11 p
i2
2 . . . p
ir
r が n の素因数分解のとき, 次の
(i), (ii) は同値である.
(i) k は n の約数である.
(ii) k = pj11 p
j2
2 . . . p
jr
r , j1 ≤ i1, j2 ≤ i2, . . . , jr ≤ ir
となる 0 以上の整数 j1, j2, . . . , jr が存在する.
例えば, 72 = 2332 であるから, 72 の約数は
2030, 2031, 2032, 2130, 2131, 2132,
2230, 2231, 2232, 2330, 2331, 2332
である. s(72)を求めるためには, 上記の積を全て計算
してから足してももちろん構わないのだが, あえて素
因数分解の形のままでの和をとり, 補題 1 を用いると
s(2332) = s(72)
= 20(30 + 31 + 32) + 21(30 + 31 + 32)
+ 22(30 + 31 + 32) + 23(30 + 31 + 32)
= (20 + 21 + 22 + 23)(30 + 31 + 32)
= s(23)s(32)
となる. 一般に次が成立する.
補題 3. n を自然数とする. pi11 p
i2
2 . . . p
ir
r が n の素因
数分解のとき
s(n) = s(pi11 )s(p
i2












系 1. a, b を自然数とする. gcd(a, b) = 1 のとき
s(ab) = s(a)s(b).
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を b の素因数分解とすると, gcd(a, b) = 1 により
pi11 p
i2
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は ab の素因数分解である. 従って, 補題 3 から
s(ab) = s(pi11 p
i2

































4. 定理 1 の証明
本節では, これまでに得られた s(n) の性質を用い
て定理 1 を証明する.
まず, (i) ならば (ii) であることを示そう. n を偶数
の完全数とする. n は偶数であるので
n = 2ma (8)
となる自然数 mと奇数 aが存在する. gcd(2m, a) = 1
であるので, 系 1 と補題 1 から
s(n) = s(2ma)
= s(2m)s(a)
= (2m+1 − 1)s(a). (9)
他方, 仮定より, n は完全数であるので
s(n) = 2n = 2(2ma) = 2m+1a. (10)
従って, (9), (10) から










2m+1 − 1 (12)
3従って, gcd(a, b) = 1 とは, 言い換えると a と b が互いに素
であることを意味する.






2m+1 − 1 (13)
とおくと, a,m > 0 から
d > 0 (14)
であり, さらに, (12), (13) から
d = s(a)− a
となり, s(a), a は自然数であることと (14) から
d は自然数. (15)
また, m ≥ 1 から 2m+1 − 1 は 3 以上の自然数である
ので, (13), (15) から
1 ≤ d < a, (16)
d は a の約数. (17)
a は a の約数であるから, (16) と (17) より, a と d
は a の 2 つの異なる約数である. さらに (12) と (13)
から, s(a) = a+ d であるので
a の異なる約数は a, d の 2 個のみ. (18)
すなわち, a と d 以外には a の異なる約数がないこと
が分かる. a は必ず 1 を約数にもつから, (18) より
d = 1, a は素数.
ここで, d の定義と d = 1 から
a = 2m+1 − 1
と表すことができ, 結果的に
n = 2m(2m+1 − 1), 2m+1 − 1は素数
となることが分かった.
次に (ii) ならば (i) が成り立つことを示そう. n =
2m(2m+1 − 1) と記述でき, 2m+1 − 1 は素数であるの
で, 補題 1 と系 1 から
s(n) = s(2m)s(2m+1−1) = (2m+1−1)2m+1 = 2n.
従って, n は偶数の完全数である.
以上により, 定理 1 の成立が厳密に証明された.
5. 友愛数と社交数
本節では, 完全数の一つの拡張として知られる友愛
数, 準友愛数, 社交数についての概説を行う. まず新
しい記号を一つ導入しよう. 自然数 n に対して
t(n) = s(n)− n
とおく. この記号を用いると, 先に述べたように n が
完全数であることと t(n) = n となることは同値であ
る. 友愛数は次で定義される.
定義 2 (友愛数). m と n を異なる自然数とする.
t(m) = n, t(n) = m
のとき, (m,n) を友愛数（もしくは, 親和数）と呼ぶ.
例えば
t(220) =1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11
+ 20 + 22 + 44 + 55 + 110
=284,
t(284) =1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220
となるので, (220, 284) は友愛数である. 他に
(1184, 1210), (2620, 2924), (5020, 5564),
(6232, 6368), (10744, 10856), (12285, 14595),
(17296, 18416), (63020, 76084), (66928, 66992)
などは友愛数である.
友愛数は 2 つの数の組に対して定義されたが, n 個
の組に対して定義される社交数と呼ばれるものもある.
定義 3 (社交数). n を 3 以上の自然数とする. n 個の
相異なる自然数 a1, a2, . . . , an が
t(a1) = a2, t(a2) = a3, . . . , t(an−1) = an, t(an) = a1
を満たすとき, (a1, a2, . . . , an) を社交数と呼ぶ.
例えば
(12496, 14288, 15472, 14536, 14264)
は社交数である. 次も社交数の一つとして知られて
いる.
(14316, 19116, 31704, 47616, 83328, 177792,
295488, 629072, 589786, 294896, 358336,
418904, 366556, 274924, 275444, 243760,
376736, 381028, 285778, 152990, 122410, 97946,
48976, 45946, 22976, 22744, 19916, 17716)
以下,余談であるが,もう少しで友愛数になるという意
味から準友愛数と呼ばれているものを紹介しておく.
異なる 2 つの自然数 m,n に対して
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=284,
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の組に対して定義される社交数と呼ばれるものもある.
定義 3 (社交数). n を 3 以上の自然数とする. n 個の
相異なる自然数 a1, a2, . . . , an が
t(a1) = a2, t(a2) = a3, . . . , t(an−1) = an, t(an) = a1
を満たすとき, (a1, a2, . . . , an) を社交数と呼ぶ.
例えば
(12496, 14288, 15472, 14536, 14264)
は社交数である. 次も社交数の一つとして知られて
いる.
(14316, 19116, 31704, 47616, 83328, 177792,
295488, 629072, 589786, 294896, 358336,
418904, 366556, 274924, 275444, 243760,
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以下,余談であるが,もう少しで友愛数になるという意
味から準友愛数と呼ばれているものを紹介しておく.
異なる 2 つの自然数 m,n に対して
t(m)− 1 = n, t(n)− 1 = m
となるとき, (m,n) を準友愛数（もしくは, 婚約数）
と呼ぶ. つまり m と n が準友愛数であるとは, それ
ぞれの 1 とそれ自身以外の約数の和が一致すること
である. 例えば
t(48)− 1 = 2 + 3 + 4 + 6 + 8 + 12 + 16 + 24
= 75,
t(75)− 1 = 3 + 5 + 15 + 25
= 48
となるので, (48, 75) は準友愛数である. 他に
(140, 195), (1050, 1925), (1575, 1648),
(2024, 2295), (5775, 6128), (8892, 16587),
(9504, 20735), (62744, 75495)
も準友愛数であり, これまでに知られている準友愛数
は全て偶数と奇数のペアとなっている.
関連して, 整数 u, v が与えられたとき
t(m) + u = n, t(n) + v = m
となる (m,n) が実際に存在するのか, 存在する場合
には共通の性質は何か, 存在しない場合には何故存在
しないのかというような問題を考えることができる.
友愛数は u = v = 0 の場合に対応し, 準友愛数は
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